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L・・・L 1 く(k1,k2, .. , kr) := 
O<m1<m2<…<mr 
m↑ 碕2 ••• m夕r•
ただし、級数の収束のために kr> lとしておく。ここで、 k1+朽＋・・・十kr,rをそれぞ




Theorem 1.1 (parity result). k1 +朽＋・・・十kr争rmod 2を満たす（つまり、重さと







れていない。以下、本稿では、 r重 Dirichlet級数で定義されるものに対して rを「多重
度」と呼び、変数の和を「重さ」と呼ぶことにし、 "parityresult"を以下のような性質だ
と解釈することにする：








MT 型多重ゼータ値とは、自然数 k1,k2,• •·,kr+l に対して、下の r 重級数で定義さ
れる：
伍 (k1,k2, .. , kr+1) :=区・・・ど
m1,m2, . ,mr>O 
m↑ 鴫2 ••• mヤ（四＋匹＋・・・＋叫）炉1. 
以下の、 MT型多重ゼータ値に対する parityresultは2005年に津村 [6]により証明さ
れた。
Theorem 1.2. k1 +朽＋・・・十 kr+l争rである Mardell-Tornheim型多重ゼータ値は
〈Mr(C1,位．．．，り (s<r+l)の有理数係数多項式として表すことができる。
ルート系のゼータ関数とは、簡単に言うと Wittenのゼータ関数を多変数化したもの
で、単純 Lie代数(Ar,Br, Cr, Dr, E6, E1, Es, F4, 伍型）に対して定まり、小森• 松本・津
村によって導人された。本稿では、ルート系のゼータ閣数の一般的な定義を与えること
は割愛し、具体例をいくつか紹介することにする。まず、小型のルート系のゼータ値は
Riemannゼータ値と一致し、 A2型は MT型多重ゼータ値の r=2の場合と一致する。
また、 B2,伍型はそれぞれ次のように定義される：
((k1,k2,k凸；凡）：=LL ___h, __ ho/___ , . ―¥ ho f ___ , "・-¥ h,' 
m,n>O 
1 
((k1, k2, .. , k5; Gり：=LL mk1砂 (m+ n)k3(m + 2n)k4(m + 3n)ks(2m + 3n'・ ・ 
m,n>O 
凡型の多重度は 2であるので重さ k1+ k2 +島＋似が奇数であるときの様子が気にな
るわけだが、この時は Riemannゼータ値の有理数係数の多項式としてかけることが津村
[5]により証明されている。また、同じく多重度が 2である伍型は k1+・・・十知が奇数
であるとき 3を法とする Dirichlet指標に付随する DirichletのL関数の特殊値2つの積
とRiemannゼータ値2つの積の有理数係数の線型結合でかけることが筆者・岡本・田坂
[3]により証明されている。さらに、









そこで、自然数の組 h=(h1, .. ,hr),k= (k1 .. ,k£)、非負整数を成分に持つ £xr行列
X= (%)および実ベクトルY= (Y1, ・ ・ ,Yr)に対して、以下の形をした多重 Dirichlet級
数について考えてみた：
r e加□m直J C 1 
((h,k,y,X) := L. ・LIT h IT( 





自然数 rに対して [r]:={1,2, .. ,r}と定め、自然数の組 h= (hい...'hr)および [r]
の部分集合 J= {j1 <必く・・・く］五｝に対して
hJ := (九）jEJ = (hji, hh, . •'hjm) 





w := {f I f = (f, i) E W} E釘
と定める。 Aを(zm¥栢})X (Cの有限部分集合で rank〈ふ =mを満たすものとする。そ




集まりとする。 B= {!~,-. , 丘｝€ 妥(A)に対して B*= {庁...l嘉｝を B= U1 .-fm} 
の双対基底とする。
ここで、実数に対して小数部分を表す{・}の高次元への一般化を定義する。 !%(A)を









列全ての集合を M(C,r渭o)で表す。 X = (ai) E M(C, r渭o)と空でない [r]の部分集合
Jに対して
J(J) := {i E [£]I%ヂ0 (ヨjE J)}, 
J := [r] ¥ J,l(J) := [£] ¥ J(J). 
と定める。今回の主結果は以下である。
Theorem 2.1 (Main Theorem). [r]の任意の部分集合 Jに対して、
00 00 
1 1 
I: .・I: IT -;: IT J k 
m1=l mr=l m.jE[r] J iE[R] |区jEJaijmj―区jE[r]¥Jaij叫，
~jEJaiJ叫—~jE[r] \Jai1m岳0(iE[R]) 
が収束するような、 X = (aij) EM(い渭o),h = (hj)jE[r] E W, k = (kふE[£]E N1および
Y = (yj)jE[r] E野に対して、




: = (-l)wt(h1)+wt(kf(J))+r+n 




叫 =l狂J iEl(J) 
厨 喜ふ
であり、 D(hJ,k1(J), y JiA(J))は以下の関数を th(JJ= (ち）jEh(J)に関して原点で Taylor
展開した時の係数である。
G(th(JJ, y JiA(J)) 
B羞"'(且ん一 I:Je'n 鳳，庁〉―~';,,-I:,,. も〈五，郎））
1 2nv仁恥exp(21rv仁丁（ちー hHYJ+w}B,ぉ）x 誓／⑱|エ直〉(リ~ cxp(2n✓ 可）ー I ) 
すなわち、
l1t柘
G(th(J)'YJ;i¥(J)) = L D(hJ,kl(J),YJ;i¥(J)) IT j r+z 






n = II(J)I, 
fj = (加）kEJ,O) (j E J), 
fr+i = ((aij)jEJ, 一L%四） (i E I(J)), 
JEJ 
A(J) = {h, fr+i I j E J, i E J(J)}, 
勿(A(J))= {B = {h, ・ ・ • ,fjm} C A(J) I jJ= {h, 
h(J) = {j I fj E A(J)}, 
IB = {j I fj E B}, 
JB = h(J) ¥IB 
である。
"・, fjm}が町の基底｝，
Remark 2.2. (1)一見、 D(hJ,k1(J), y J;A(J))は四 (jE J)に依存していないように見
えるので、 TJ(h,k,y,X)の定義式において miたちに閲する和の外に出せるように思え
るのだが、 D(hJ,k1(J), y J;A(J))を定める関数 G(t1 ,YJ;A(J))に現れる Aがmiに
~(J) 
依存している可能性があるため、一般的にはそのよっなことはできない。
(2) J =/0であることから 1さr-1なので、 TJ(h,k, y, X)の多重度は r-1以下
である。
さて、今回の主結果と parityresultとの関係性であるが、重さと多重度の偶奇が異な
るとき、 Eq.(2.1)において wt(h)+ wt(k) + rが奇数になるので、簡単な計算から次の系
を得ることができる。
Corollary 2.3. Theorem 2.1の仮定を満たす X,h,kおよびyに対して、 wt(h)+ wt(k) 
とrの偶奇が異なるとき、次が成り立つ。















= (-1)柘 h刃｛（柘＋柘ー 1-n h1 + k1-l -n 
k1 -1 
n=O 
) + (h1 -1) }((柘＋加+k1 -n)((n) 
n:even 
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